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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. ADDITION À UNE NOTE 
INSÉRÉE DANS LE COMPTE RENDU DE LA SÉANCE 
PRÉCÉDENTE SUR UNE FORME NOUVELLE D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES ET INTÉGRABLES. 


[Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, LIV. (1862), pp. 170—174.] 


EN se rappelant la forme du coefficient différentiel de D,fy par rapport 
à æ que j'ai donnée dans la Note indiquée ci-dessus *, il est aisé de voir qu’on 
peut arriver, par une méthode directe, à la solution de l'équation 


PERITE IN pr (1) 
en se servant de l'équation auxiliaire 
Yi — Yi- + Mie + VYi—s --- + wy =0, (2) 
H4, v, ..., © étant des constantes arbitraires. 


En prenant, par exemple, ¿=3, on voit qu’en supposant l'équation 
Ys — NY: + dy + vy = 0 satisfaite, le déterminant 


Y, Y Y Yr V Yis Ys 
7 Ei A a aa 
Yi Yz Ys eviendra egal à x Y» Yes Ys |; 
Ya, Ys, Ya KEF Ya Ys | 
car, au lieu de Y2, Ys, Ya, dans la dernière ligne du premier de ces détermi- 
: 1 1 1 à 
nants, on peut alors substituer respectivement à Jo x Yo À Y» tout sim- 


plement. 


Donc = (Dy) devient égal à A Dy, et l'équation Ds’ y = Le“ peut être 
satisfaite par l'intégrale de l'équation (2) en déterminant convenablement 


[* p. 310 above.] 
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les rapports entre les constantes arbitraires qui y figurent. De même on 
voit, en général, que l'intégrale de D.fy= Le” sera 


y = ent + ent +... + et (3) 
avec les conditions a +a +... +G N, (4) 
Arlo ee Qi (21 — A2)? (ou — ds) (ai — Y = L. (5) 


Rien empêche de prendre un nombre quelconque des a et d’en faire 
différer les valeurs infiniment peu les unes des autres; on peut aussi, en 
général, former plusieurs groupes distincts de cette espèce. En agissant de 
cette façon, on arrive, par une analyse facile à retrouver et par le moyen 
d’un lemme que j'exposerai tout à l'heure, à des formes spéciales (pour ne 
pas dire singulières) de l'équation (3), dont voici le type le plus général : 


y = Let + Xienr + …. (6) 


où X = aa" 1+ban 2... +1, 


2n=1, (7) 

Zan = À; (8) 

Enca Pr... E s s A . a) (a — a) (a — age =L. (9) 
Le nombre total de ces formes (l'intégrale générale y comprise) sera le 
nombre des partitions indéfinies du nombre 1; le nombre de ces formes 


qui ne doivent contenir qu’un nombre donné 2—2-—«w de constantes 
arbitraires sera le nombre de partitions dé + en i— w parties, lequel, quand w 


n'excède pas 5? est identique avec le nombre des partitions indéfinies de w. 


Le lemme dont il a été question est qui sert pour obtenir léquation (9) 
est le suivant : 


Si on a un système de n équations de la forme 
M + lot. + An An = Pa OÙ w=0,1,2,...,n—1, (10) 
alors, quand les A deviennent tous infiniment petits, la fonction 
Qu — MF Qu — 3) 2 (An — An) Lila -o Ens 


reste finie et aura pour limite une valeur indépendante de Ps, Pı, ..., Pn- 
savoir : 
n-2 


(rh 1 Phn- : 
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J'ajoute que la même méthode suffit également pour trouver et l'intégrale 
générale et les intégrales spéciales d’une équation d’une forme plus générale, 
à savoir l'équation 


D.fy = $ (P Bahaa e) ge 


exprimant une forme de fonction quelconque donnée, et les P étant les 


fonctions algébriques de y, Yı, Yo, ---, Yi», qui satisfont identiquement aux 
(à — 1) équations 

Yito—2P: $ Yita-s Ps PPS D Yo og == AYi+o— — Yitw) (11) 
où o=0, 1, 2, ..., 1—2. 


Sans insister là-dessus, je passe à la considération plus intéressante de 


A 


certaines équations différentielles qu'on peut immédiatement réduire à une 
forme intégrable par le moyen de la formule établie à la fin de la Note 
précédente, c’est-à-dire 


D, y D y Div: (5) Diy — G Diy) (12) 
Pour plus de brièveté, je me servirai du symbole À pour exprimer 
(y log, de sorte que la loi d'opération de à sur des produits sera identique 
avec celle de log, c’est-à-dire qu’on aura 


À (uvw ...) = Au + ÀU + NU H... 


Je me servirai aussi du symbole D; pour exprimer ce que j'ai précédem- 
ment désigné par D,'y ; on aura ainsi par la formule (12) 


yD; = (DF XD, D, = ÿAy; 
donc D, = ÿ Aya GAY) = Ay) (2y + NY). 
Ainsi on voit que la solution de l'équation D,= -yo (5 :) dépendra de 


celle de Péquation 


Oyy + 217) = $ Ay); 9) 
ou bien (en mettant Ay = u, ce qui donne y=eff"#) pourra être ramenée à 
celle de l'équation 
fa yw + 14 
elg (E) +20 ]= du y 


Cette dernière équation, on le voit immédiatement, aura pour intégrale 


—- (15) 
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Ainsi on voit que si 


pu= À + Bu + Du + Evt, (16) 
æ deviendra une fonction elliptique de u, et de même que si 
pu = au + Bu + Bu + eu’, (17) 


æ deviendra une fonction elliptique de už. 
Ainsi léquation 
D 
D=o (i) (18) 
sera intégrable par le moyen de fonctions elliptiques, toutes les fois que l’une 
ou l’autre des suppositions (16), (17) aura lieu. En prenant successivement 
pu = À, pu = Au, on obtient deux équations que je signalerai (quoiqu’elles 
ne soient que des cas particuliers) à cause de leur grande simplicité; ce sont 


les équations 
D,= AY, (19) 


D? = AD}, (20) 
où D,= yy” — y? et D,= yy” y” — yy ATAT 


1112 


—SY + Y UT. 
Considérons d’abord l’équation (19); en faisant £ = Aba, elle prend la forme 
D,= y (21) 
(D, ne différant de D, qu'en ce que £ y remplace x). Alors par la formule 
(15) nous aurons y = elfd#: 
EEE Í du PURS Í dv 
VE] Cru) 25] VC 1+ +») 


enr | ee vo i NE Es 
á (at) 
MCE v?) +" 
c et y étant des constantes arbitraires. En écrivant 
w = 2e + v = 2e — 2u, =—1/(4ct—2c), 0, = 20? + a : 


on obtient immédiatement (en se servant de la substitution w = 0 cos 20) 


0-20+2Ëu à 20 
ag sintam (2780 +0) (E+), a/ gro) C2 


ce qui donne 
lo =20 dæ [si 2 j rti C+C , | a 
gy If sin’ am 42 ( A )@+y), 5+ü! 
Oo 
+ (2c -H 


Cette équation est l'intégrale complète de l'équation donnée D, = Ag. 
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Maintenant considérons l'équation (20), c’est-à-dire D= AD}. La 
formule (15) donne 
du 


qe ef : æ+ y= Aoa S S ona 
i y(— 4AŸu + Au? — 4u?) 


: I z 
ce qui, en mettant u = P’ devient 


— dv 


=p ee oa, 2: 
æ+7y ID R (a 


En supposant À =1 la somme en (23) devient identique avec celle qui a 
été trouvée plus haut en déterminant la valeur de £+ y, d’où il sera facile 
de conclure la valeur de log y qui contiendra la reciproque d’une double 
somme du carré d’une fonction linéaire du sin’am d’une fonction linéaire 
de #, et quant ‘au cas général où À a une valeur quelconque, il se réduit au 
cas précédent en écrivant £= A x. 


Il existe encore une infinité d'équations d'une forme symétrique et 
analogue à celle des équations (19) et (20) auxquelles on peut appliquer une 
pareille méthode, non pas, il est vrai en général, pour les intégrer compléte- 
ment, mais au moins pour en abaisser le degré de 4 unités. C’est toujours 
l'équation fondamentale (12) qui sert à effectuer cette réduction. 
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